
대칭행렬과 에르미트 행렬의 고유값과 고유벡터

이 글에서는 대칭행렬의 고유값과 고유벡터의 아주 흥미로운 성질에 대

해 이야기하겠다. 이를 위해, 고유값과 고유벡터가 무엇이었던가 기억해 보자.
n × n 행렬 A가 주어졌을 때, 다음 식을 만족시키는 것이 고유값 λi (숫자),
고유벡터 ei (n× 1 행렬)이다.

Aei = λiei (1)

여기서 i의 범위는 1 부터 n이다.. 예를 들어 보자. 만약 A가 다음과 같이 주어
지면

A =

 −2 4 −1
−1 3 −1
2 −2 1

 (2)

다음과 같은 해를 얻는다 (“고유값과 고유벡터 구하기”에서 해를 구하는 방법
을 간단히 언급하겠다.): −2 4 −1

−1 3 −1
2 −2 1

 1
1
1

 = 1

 1
1
1

 (3)

이는 다음에 해당된다.
Ae1 = 1e1 (4) −2 4 −1

−1 3 −1
2 −2 1

 1
1
0

 = 2

 1
1
0

 (5)

이는 다음에 해당된다.
Ae2 = 2e2 (6) −2 4 −1

−1 3 −1
2 −2 1

 −10
1

 = −1

 −10
1

 (7)

이는 다음에 해당된다.
Ae3 = −1e3 (8)
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사실 이 식들은 약간 다르게 표현될 수 있다. (1)의 전치를 취해 보자. 그럼
다음의 결과를 얻는다:

(Aei)
T = (λiei)

T

(ei)
TAT = λi(ei)

T (9)

예를 들어, (5)는 다음 식으로 바뀌어 써질 수 있다:

(
1 1 0

) −2 −1 2
4 3 −2
−1 −1 1

 = 2
(
1 1 0

)
(10)

그럼, 이제 B가 대칭행렬이라 하고 (i.e. BT = B) vi가 고유벡터 λi가
고유값들이라고 하자.
이런 경우 (1)는 다음 식이 된다

Bvi = λivi (11)

한편, (9)로부터 다음을 얻는다:

(vi)
TBT = λi(vi)

T (12)

그런데 BT = B이기 때문에 다음을 얻는다.

(vi)
TB = λi(vi)

T (13)

이제 다음 값을 고려해보자:

(vj)
TBvi = (vj)

Tλivi = λi(vj)
T vi (14)

이 식은 (11)로부터 얻어진 것이다. 한편, (13)로부터 다음 식을 얻는다.

(vj)
TBvi = λj(vj)

T vi (15)

위 두 식은 같은 식이므로, 다음과 같은 결과를 얻는다:

λi(vj)
T vi = λj(vj)

T vi

(λi − λj)(vj)T vi = 0 (16)

그래서 만약 λi 6= λj라면 다음과 같은 결과를 얻는다.

(vj)
T vi = 0

(17)

그런데 내적의 정의로부터 (vj)
T vi = ~vj · ~vi을 얻는다. 예를 들어, 만일

v1 =

 1
2
−1

 , v2 =

 4
0
3

 (18)
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라면, 다음 식이 나온다

(v1)
T v2 =

(
1 2 −1

) 4
0
3

 = 1× 4 + 2× 0 + (−1)× 3 = ~v1 · ~v2 (19)

그래서 (17)를 다음과 같이 표현할 수 있다:

~vj · ~vi = 0 (20)

다시 말해, 대칭행렬의 두 고유벡터는, 고유값이 서로 다르면 서로 직교
한다.
이 글에서 지금까지 말한 모든 것이 비슷한 방식으로 에르미트 행렬의 경

우에도 적용될 수 있다. (9)는 다음 조건으로 바뀐다.

(Aei)
† = (λiei)

†

(ei)
†A† = λ∗i (ei)

† (21)

(16)이 유도되기 위해 밟은 절차와 비슷한 절차를 밟으면, 다음을 얻는다:

λi(vj)
†vi = λ∗j (vj)

†vi

(λi − λ∗j )(vj)†vi = 0 (22)

이제, j = i의경우를고려해보자.그럼 λi = λ∗i은 λi이실수임을의미한다.
그래서 에르미트 행렬의 고유값은 항상 실수임이 증명됐다.
이를 고려하면, 위 식을 다음과 같이 쓸 수 있다

(λi − λj)(vj)†vi = 0 (23)

만일 λi 6= λj라면:

(vj)
†vi = 0 (24)

만일 두 복소벡터의 내적(스칼라 곱)을 다음과 같이 정의하면:

~vj · ~vi = (vj)
†vi (25)

고유값이 다르다면, 두 고유벡터는 서로 직교한다는 결론이 도출된다. 복
소벡터의 내적이 실수벡터의 내적과 약간 다르다는 것에 유의해라. 예를 보자

v1 =

 1− i
2

−1 + i

 , v2 =

 4
0

3− 2i

 (26)
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~v1 · ~v2 ≡ (v1)
†v2 =

(
1 + i, 2, −1− i

) 4
0

3− 2i


= (1 + i)× 4 + 2× 0 + (−1− i)× (3− 2i) (27)

내적이 (1− i)×4+2×0+(−1+ i)× (3−2i)이 아니라는 점에 유의해라. 나의
양자역학에 관한 네번째 글에서 이에 대해 다시 논의하겠다. 거기서, 에르미트
행렬의 고유벡터의 직교성이 양자역학에서 아주 중요한 의미를 갖는다는 것을

배우게 될 것이다. 게다가, 나의 이전 글에서 설명된 브라켓(bra-ket) 표기법을
이용해 이 글의 모든 것을 다시 한 번 표현해 볼 것이다. 독자들은 이 글을 읽지
않고도 나의 양자역학에 관한 넷째 글을 읽고 이해할 수 있겠지만, 두 번 공부
하는 것은 때로는 좋은 일이다.

연습문제 1. A가 두 개의 다른 고유값을 가진 2×2 에르미트 행렬이고, 한
개의 고유벡터가 다음과 같이 주어질 때:

u1 =

(
i
2

)
(28)

그 나머지 고유벡터가 다음으로 주어지는 것을 보여라.

u2 =

(
2
i

)
(29)

연습문제 2. B가 세 개의 다른 고유값을 가진 3×3 에르미트 행렬이고, 두
개의 고유벡터가 다음과 같이 주어진다고 하자:

v1 =

 1
0
0

 , v2 =

 0
i
3

 (30)

이때나머지고유벡터를구해라. (이러한고유벡터는유일하지않으므로,답이
될 수 있는 고유벡터 하나만 구해라.1)

1그렇지만, 그러한 고유벡터는 항상 서로 평행(혹은 반평행)하다. 다시 말해, 그러한 두 고
유벡터 ~v3와 ~v′3은 항상 적절한 스칼라 c에 대해 ~v′3 = c~v3을 만족한다.
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