
이공계 대학생을 위한 양자역학 입문 3:

하이젠베르크의 행렬역학과 슈뢰딩거 방정식의 동등성

필자는 저번에 쓴 이공계 대학생을 위한 양자역학 입문 마지막 부분에서 하이젠베르

크의 양자역학은 XP − PX = ih̄로부터 유도되는 것이고, 슈뢰딩거의 양자역학은 에너지

행렬이 − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)인 것으로 부터 유도되는 것인데, 증명은 하지 않고, 두 형식이

동등하다고 했는데, 여기서 이것이 어떻게 이해될 수 있는지 보이겠다.
이 이해의 핵심은 X(위치 행렬)이 파동함수에 x를 곱해주는 것이고 P (운동량 행렬)이

−ih̄ ∂
∂x
에 해당하면 (즉 x로 미분해주고 −ih̄를 곱해주는 것) XP − PX = ih̄가 성립될 수

있다는 것이다. 일단 이것이 하이젠베르크의 양자역학에 어떻게 대응되는지 보자.

P라는 행렬을 벡터 ψ(x)에 가해주면, 우리는 = −ih̄∂ψ(x)

∂x
를 얻는다.

이 행렬에 다시 X를 가해주면, 우리는 −ih̄x∂ψ(x)

∂x
를 얻는다. 즉 다시 말해,

XPψ(x) = −ih̄x∂ψ(x)

∂x
(1)

이다. 마찬가지로, 우리는
Xψ(x) = xψ(x) (2)

PXψ(x) = P (Xψ(x)) = −ih̄∂(xψ(x))

∂x
= −ih̄(ψ(x) + x

∂ψ(x)

∂x
) (3)

을 얻는다.
여기서 한 발짝만 더 나아가면

(XP − PX)ψ(x) = ih̄ψ(x) (4)

즉, XP −PX = ih̄인 것이다. 이것이 하이젠베르크의 행렬 역학이다. 즉, XP −PX =

ih̄이라는 조건이 X는 x로 곱해주고 운동량 연산자 P는 −ih̄ ∂
∂x
를 가해주는 것과 동등한

조건이라는 것이다.
그럼, 이제 슈뢰딩거 방정식을 유도해 보자. 고전 역학에서 역학적 에너지는

E =
1

2
mv2 + V (x) =

(mv)2

2m
+ V (x) =

p2

2m
+ V (x) (5)

이다.
이것을 연산자로 생각하면 p2은 p를 벡터 ψ(x)에 두 번 가해준 것이고 V (x)는 벡터

ψ(x)에 V (x)를 곱한 것이다. 즉, p2은 −h̄2 ∂
2

∂x2
인 것이다. 즉 이것을 2m으로 나누어주고

여기에 V (x)를 곱한 것을 더해주면 에너지 행렬이 나온다. 즉 에너지 행렬을 벡터 ψ(x)에
가해주면,

− h̄2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x) (6)
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가 된다.
이 에너지 행렬의 고유값과 고유벡터는 다음 방정식을 풂으로써 얻을 수 있다.

− h̄2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) (7)

여기서 E는 고유값이다.
이 시점에서 교환자라는 것을 소개하겠다. A와 B의 교환자는 AB − BA로 정의되고

[A,B]로 표시한다. 이 표시 방법을 쓰면, 다음과 같이 쓸 수 있다:

[X,P ] = ih̄ (8)

지금까지는 일차원 문제만 고려했다. 그러나 우리가 사는 세상에서는 입자가 삼차원
안에서도 움직일 수 있으므로 이를 지금부터 고려하겠다. 이 경우, 위치 연산자 X, Y , Z
는 각각 x, y, z를 곱하는 것에 대응한다. 또한, 이 경우 세 개의 운동량 연산자가 존재한
다. 운동량의 x,y,z-성분으로 다음과 같이 표기한다. Px,Py,Pz. 물론, 이들은 다음과 같이

작용한다: −ih̄ ∂
∂x

,−ih̄ ∂
∂y

,−ih̄ ∂
∂z

. 이러한 관계들을 이용하면, 쉽게 다음 식들을 확인할 수

있다:
[X,Px] = [Y, Py] = [Z,Pz] = ih̄ (9)

[Y, Px] = [Z,Px] = [X,Py] = [Z,Py] = [X,Pz] = [Y, Pz] = 0 (10)

[X,Y ] = [Y,Z] = [Z,X] = 0 (11)

[Px, Py] = [Py, Pz] = [Pz, Px] = 0 (12)

마지막 식은 편미분이 교환가능하다는 성질로부터 얻어질 수 있다.
한편으로, (5)는 다음 식이 된다:

E =
p2x + p2y + p2z

2m
+ V (x, y, z) (13)

즉,

− h̄2

2m
(
∂2ψ(x, y, z)

∂x2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂y2
+
∂2ψ(x, y, z)

∂z2
) + V (x, y, z)ψ(x) = Eψ(x) (14)

연습문제 1. 라이프니츠 법칙과 편미분의 성질로부터 [Y, Px] = 0을 증명하라. (힌트1)

연습문제 2. 다음을 증명하라. (단, 여기서 c와 d는 스칼라이다.)

[A,B] = −[B,A], [A,A] = 0 (15)

[A,B + C] = [A,B] + [A,C], [A+B,C] = [A,C] + [B,C] (16)

[A+B,C +D] = [A,C] + [B,C] + [A,D] + [B,D] (17)

[cA, dB] = cd[A,B] (18)

연습문제 3. (17)와 (18)를 이용해 다음을 증명해라.

[A+Bi,A−Bi] = i[B,A] − i[A,B] = 2i[B,A] (19)

1[Y, Px]ψ = 0를 증명하면 된다.
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연습문제 4. 다음을 증명해라.

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B (20)

[D,EF ] = [D,E]F + E[D,F ] (21)

연습문제 5. (20)과 (21)를 이용하여 다음을 증명하라:

[X2, Px] = 2ih̄X (22)

[X,P 2
x ] = 2ih̄Px (23)

연습문제 6. 라이프니츠 법칙과 Pψ(x) = −ih̄∂ψ(x)

∂x
를 이용하여, 다음을 증명하라:

[f(X), Px] = ih̄
∂f(x)

∂x
(24)

(Hint: [f(X), Px]ψ = ih̄∂f(x)
∂x ψ를 보이면 된다.) (22)을 위 식을 이용해서 얻을 수도 있음을

주목해라.

요약

• A와 B의 교환자는 [A,B] = AB −BA으로 주어진다.

• [X,P ] = ih̄.

• 위치 연산자 X는 x를 곱해주는 것이다.

• 운동량 연산자 Px는 −ih̄ ∂
∂x
를 가해주는 것이다.

• [A,B] = −[B,A], [A,A] = 0

• [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

• [D,EF ] = [D,E]F + E[D,F ]
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